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Riassunto. Viene presentato un metodo elementare per la dimostrazione della 
disuguaglianza di Poincarè sui dischi delle metriche di controllo relative a famiglie 
di campi vettoriali di classe C! su RN. Il metodo imita quello classico: si stima 
la differenza dei valori di una funzione in due puntì distinti mediante integrazione 
lungo curve subunitarie. 


Summary. In this note we present an elementary approach to the Poincare’ 
inequality for general classes of C1 vectors fields in RN . Our method is equally 
applicable to the classical case, and to those studied by Franchi-Lanconelli and by 


Jerison. 


I risultati di questa nota sono stati ottenuti in collaborazione con D. Morbidelli. 


SULLA DISUGUAGLIANZA DI POINCARÈ PER CAMPI 
VETTORIALI 


E. LANCONELLI 


1. Introduzione. Sia X = (X,...,X,) una RUBA, finita di campi 
vettoriali di classe C! su R. 

Ricordiamo la ben nota definizione di distanza di Sonnet) associata ad 
X. Una curva regolare a tratti y : [0,7] + RN si chiama X-subunitaria se 
q.d. su [0, T] risulta 


IA <DG(0), ) Ve e R. 


j=1 


Si indica con /(Y) la lunghezza T dell’intervallo di parametrizzazione di Y. 
Se z,y € RN si pone 


d(x,y):=inf{{(Y)/Y X- subunitaria ,y(0) = 7,7(0(7)) = y}. 


Se d(r,y) < 00, cioè se esiste almeno una curva subunitaria che connette 
x e y qualunque siano z,y € R", allora d e’ una distanza su RN chiamata 
metrica di controllo relativa alla famiglia di campi X. 

Nel seguito indicheremo con B(z, r) il disco di centro x e raggio r: 


B(x,r):= {yeR" /d(,y)<r} 
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Supporremo che valga per i dischi B la proprietà di duplicazione 
|B(x,2r)|< A|B(x,r)] VreRN,vr>0 (1.1) 


(|B| misura di Lebesgue di B; A > 1 costante opportuna. Per l’uso che ne 
faremo nel seguito sarebbe sufficiente richiedere una versione locale di (1.1). 
Qui abbiamo assunto quella globale soltanto per semplicità). Da (1.1) si 
ottiene 


|B(z,tr)| < At°|B(x,r)|, Q=logg 4 


per ogni r € R”,Vr>0et>1. 

Assumeremo inoltre che la distanza d sia continua rispetto alla distanza 
euclidea. 

Lo scopo di questa nota è quello di studiare la seguente disuguaglianza 
di Poincarè sui dischi B della metrica di controllo: 


ni |u— upldx < cr f |Xulde, Vue CB). (1.2) 
B B 
Qui 
ug = fudz e [Xu] = 7 |Xjul. 
j=1 


Questa disuguaglianza, sostanzialmente equivalente alla stima del minimo 
autovalore positivo del problema di Neumann su B per l’operatore 


L=Y GX; (1.3) 


è fondamentale nello studio dei seguenti problemi 


(I) Disuguaglianza di immersione di tipo Sobolev: 


LE wa) <C (fwuta)", ueC3B). (14) 


Saloff-Coste [13] ha dimostrato che la disuguaglianza (1.2) implica la 
(1.4) con p= 20/(Q — 2). Questo risultato è stato esteso alle forme 
di Dirichlet da Biroli e Mosco [1]. 


(II) Esistenza di formule di rappresentazione del tipo seguente 


d(2,y) 
fu) = ugl<cf uit 


Franchi, Lu e Wheeden [5] hanno dimostrato l‘equivalenza fra la 
disuguaglianza di Poincarè (1.2) e la (1.5). 


reB. (1.5) 


(III) Regolarità hòlderiana delle soluzioni deboli dell'equazione 


Lu:=) XjX;ju=0. (1.6) 


j=l 
Se vale la disuguaglianza di Poincarè (1.2) le soluzioni deboli di (1. 6) 
sono localmente hélderiane [10]. 


Questo risultato si può dimostrare utilizzando il procedimento itera- 
tivo di Moser, che si estende agli operatori (1.3) grazie ai risultati 
richiamati in (I) e (II) e alla X-lipschitzianità della metrica d, i.e. 

alla stima 


|Xd|<c, 


dimostrata da Franchi, Serapioni e Serra-Cassano [7]. 


ei 
(IV) Immersione compatta in L?(9) dello spazio Wy (0), completamento 
di C$(0) rispetto alla norma 


luz: + |Xu|z2a)- 


Nella nota [7], con un argomento già contenuto in 16], viene dimostrato 
che (1.2) implica l'immersione compatta di Wo (Q) in L2(0) se A è 
limitato. 


Vogliamo anche richiamare la nota di Garofalo e Nhieu [8] nella qua- 

le una disuguaglianza di Poincarè poco pit debole della (1.2) viene 

assunta come ipotesi di base per una profonda teoria generale degli 
1 


[e] sp 
spazi di tipo Sobolev W x . 
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Tutti i risultati fin qui richiamati mostrano il ruolo fondamentale della disu- 
guaglianza di Poincarè. Tuttavia essa è nota, a tutt'oggi, soltanto in alcune 
situazioni particolari: 


(FL) X = (A14x,,...,Awdx,), con le funzioni À; positive fuori dai piani 
coordinati e con andamenti di tipo potenza nelle variabili z1,... s UN» 
Questo caso è stato studiato in [2] e comprende, in particolare, il 
seguente: scrivendo RN = RE x RI, 


X;=0x;; j=1,...,p, Y:=|c["0,., k=1,...,9. 


(H) X=(X1,...,X,) con X; € C°(RN, RN) e 
rango L(X1,...,X,)(xr) = N (1.7) 
per tutti gli 7 e RN. 


In questo caso la disuguaglianza di Poincarè é stata dimostrata da Jerison [9] 
con un procedimento che utilizza l’Analisi sui gruppi di Lie e la tecnica del 
” lifting” ideata da Rotschild e Stein. La dimostrazione di Jerison presuppone 
la conoscenza della proprietà di duplicazione (1.1), ottenuta, nella stessa 
ipotesi (1.7), da Nagel, Stein e Wainger in [12], lavoro che precede di poco 
quello di Jerison. 

Nella presente nota proponiamo una dimostrazione della disuguaglianza 
di Poincarè che unifica (FL) e (H) e che, al tempo stesso, sembra indicare 
una possibile via per ottenere (1.2) in condizioni diverse da quelle in (FL) e 
(H). 

Il nostro metodo, in sostanza, imita la classica dimostrazione della disu- 
guaglianza di Poincarè: la differenza tra i valori di una funzione in due punti 
distinti viene stimata mediante integrazione lungo curve X-subunitarie. Il 
metodo richiede che i dischi della metrica d siano rappresentabili mediante 
funzioni differenziabili e X -controllabili, in un senso che verrà precisato nel 
successivo paragrafo. 

Nei casi (FL) e (H) questo tipo di rappresentazione era sostanzialmente 
già disponibile in [4] e [12], rispettivamente. 

Vi sono almeno altri due lavori che devono essere citati in relazione al- 
la presente nota. In [3] è dimostrata una disuguaglianza di Poincarè “non 
invariante” nell’ipotesi che esistano, localmente, delle ”coordinate polari” 
adattate ai campi X1,...,X,. Questa ipotesi è difficile da verificare, anche 
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nel caso (H), ma occorre dire che ad essa è in parte ispirato il metodo qui 
proposto. . 

Varopoulos in [14] dimostra la disuguaglianza di Poincarè in un caso par- 
ticolare di (H); quello in cui l‘algebra di Lie £L(X1,... ,Xy) è libera e stra- 
tificata. In questo caso, sostanzialmente non dissimile da quello euclideo, è 
relativamente semplice rappresentare i dischi della metrica d mediante mappe 
controllabili e il nostro metodo risulta in tutto simile a quello di Varopoulos. 

Concludiamo questa introduzione con alcune osservazioni. Anzitutto, co- 
me ha dimostrato Jerison in [9], la (1.2) si può dedurre dalla seguente forma 
debole della disuguaglianza di Poincarè: 


J |u— ug|de < cr | |Xu|dz (1.8) 
B oB 


ove 0 > 1 e, se B = B(x,r), 9B = B(x,0r). D'altra parte, osservato che 


| 1 
FA lu unlde < i _ le (@) — ln) 


la (1.8) si ottiene subito dalla seguente 


f ju(x) — u(y)|dedy < CrIBI J |Xuldz. 
BxB 6B 


Noi dimostreremo quest’ultima disuguaglianza. 


2. Mappe quasi esponenziali, X-connessioni e disuguaglianza di 
Poincarè. Consideriamo, in RN, un aperto Q e un intorno dello zero Q. 
Una funzione di classe C! 


E:Qa9xQ4+R" (2.1) 
sarà chiamata mappa quasi esponenziale (in breve q.e.) se 
E(x,0)=r, Vre. 
Diremo che la mappa q.e. E è canonica se E(x, -) è iniettiva su Q e se, posto 


Dr(c,h) = [det 52 (a, h) e De(x)=De(2,0), (2.2) 


risulta 


0< 1 Dp(2) < De(z,h)<aDg(x) Vee WheQ, (2.3) 


per una opportuna costante a = a(E) > 1. 
OSSERVAZIONE 2.1. Una mappa q.e. ha îl seguente sviluppo 


E(x,h)=x+ A(x)h+w(x, h)h 


ove A(x) = SÉ(2,0) ew(r,h) +0 perh +0. SeE è canonica la matrice 


A(x) é invertibile. : 

Nel seguito, quando sarà necessario specificarne il dominio, useremo la 
notazione E® per indicare la mappa q.e. E in (2.1). 

Diremo che E$ è X-controllabile se esiste una funzione misurabile 


1:QxQx[0,7]>R”, T>0, 
tale che 


(T1) Per ogni (z,h) E QxQ, Y(x,h,-) è una curva X-subunitaria che 
connette x e ES (7, h), i.e. 


Y,h,0)=%, v,h,T(x,h))= E(z,h) 
per un opportuno T(z, h) < T; 


(12) Per ogni (A, s) €Qx [0,7], 2(.,h, 8) è iniettiva e di classe C1 e 


en Oy = 
m(7) = Pta det >0, D()):=QxQx(0,7]. (2.4) 


In questo caso diremo che y è una X-connessione di Eg di lunghezza 
£(7) := sup{T(z,h) /TEOQ,he Q}. 
Poniamo 
d(Eg):= inf£(7) 
dove l‘estremo inferiore è preso rispetto a tutte le X-connessioni 7 di ES 2 Al 
numero reale d(E?) verrà chiamato diametro (oppure X-diametro) di E9. 


Chiameremo tipo di una mappa q.e. Eg, canonica e X-controllabile, il 
numero reale 


b(E8) > inf (o "i 3) (2.5) 


L‘estremo inferiore in (2.0) è preso rispetto alle costanti a = a(E) in (2.3) e 
alle X-connessioni Y di Eq. 

La nostra ipotesi fondamentale per la disuguaglianza di Poincarè consi- 
ste nel richiedere che i dischi della metrica d siano rappresentabili mediante 
mappe quasi esponenziali canoniche X-controllabili. 


TEOREMA 2.1. Sia B = B(xo,r) il disco della metrica di controllo di 
centro xo e raggio r > 0. Supponiamo che, a meno di insiemi di misura 
nulla, sì possa ricoprire B con un numero finito di aperti Q,... ,On con le 
seguenti proprietà: esistono delle mappe q.e. canoniche X -controllabili 


E; = BEI, g=1,...,n 
tali che 
B(a,r) C {E;(c,h)/heQj(M)} Vr eQ, j=1,...,m (2.6) 
Allora, posto d = max; dl), 


J, lu() — u(y)|drdy < Cr|B] J |xXuldz @) 
ByB oB 
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per ogni u € C*((2+ d)B). La costante C dipende solo da n, dalla costante 
A în (1.1) e dab= max;b(E;);0=(2+d). 
Alla dimostrazione del Teorema 2.1 premettiamo alcune osservazioni. 
OSSERVAZIONE 2.2. Sia 7; : 2; x Q;(r) x [0, T;] + R una X-connessio- 
ne di E; avente lunghezza £(;) < (d+1)r. Allora, poichè ‘; é subunitaria, 
per ogni x € Q;, per ogni h € Q;(r) e per ogni s < 20%), 


d(x,v;(c,h,s)) <s< 01) < (d+1)r. 
Di conseguenza, 


9j(x, h, s) € B(20,(d+2)r). (2.8) 
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In particolare 


B;(z, r)= {E;(2, h)= V(£, h, T;(2, h)) /heE Q;(r)} 
= B;(,(d+1)r) C B(z0,(d+2)r) 


OSSERVAZIONE 2.3. Esiste una costante positiva c = c(A,b(E;), d) tale 
che 


De, (2) S cDe, (4) Va, y E 9. (2.9) 


Per dimostrare questa disuguaglianza osserviamo preliminarmente che pos- 
siamo scegliere la connessione %; e una costante a = a(E;) > 0 tali che 
0+ Ft) < 20(E;) e 1/aDe,(2) < De(e, h) < aDe; (x) per ogni h € Q;(r) e 
per ogni x € £;. Ciò premesso, se z e y sono arbitrari punti di O;, si ha: 

Ds;(2)|Q;(2)] Sa / | Des(&,h)dh= alB;(8,n) 
(TT 
< (per Osservazione 2.1) a|B(z, (d+1)r)| 
£ (d(2,y) < 2r)a|B(y, (4+3)r)| 
 ( per la proprietà di duplicazione )c|B(y, r)| 
£ ( per (2.6) )c|B;(y,7)| 
= [,., Pes (o. H)dh < caDs; (1)10,(0) 
FAI 


Dimostrazione del Teorema 2.1. Se u € C!((2+d)B) si ha 


hi, lu(x) — u(y)|drdy < Li 3 |u(x) — u(y)|dy 


< ( per (2.6) Di 


da / |u(r) — u(E;(x, h))|De; (c, A)dh 
Li; Q;(7) 


< ( per la (2.9) e con un fissato z € 9;) 


Vf, drDeg;(£;) i. dh|u(x) — u(E;(2, DD) 


m T;(2,h) 
=c)) /. deda,a) | J, I Gue Do) 


11 


T; (2h) 
LA >> Di drDg;(£;) 1A > dh f (Vu, %;)|ds 
I 


< ba è X-subunitaria e 7;(x, h) < 2(Y;) =: 4;) 


xi drDe;(£;) (i. nf ST) 


g=l 
say [ da | Fi dhDe, (£;)( J rubata ») 
j=1 Q;(7) I; 
1 
< ( ponendo z = );(z, hà, s), ricordando che <2be 
i sit mO1;) 


m Li 
utilizzando la (2.8) ) 2c6 YO J " ds J 
j=1 0 


Q;(r) 

= 2ch L; la (z;)dh J, Xu(2z)|dz 
(24/, 5;(%,) ) Irap LAI 

< ( poichè £; < dA + d)r e poiché E; è di tipo < 20) 


4cb2(1+ d)r Ji |Xu(a)dz YO J De; (8;, h)dh 
(2+4)B 2 Jo; 


dhDe, (%;) Ji |Xu(z)|dz 
(2+4)B 


CIT Xu(2z)|dz » |B;(£,r 
ta EI Dl; 


per Osservazione 2.1 c1mr|B(xo, (d + 29) / |Xu(2)|dz 
(2+d)B 


IA 


IA 


(per la proprietà di duplicazione )Cr|B|] J, |Xu(z)|dz, 
(2+4)B 


ove C = C(m, A, d,b). Questo dimostra il teorema. D 


3. Esempi. In questo paragrafo verificheremo che il caso classico eucli- 
deo, ir caso (FL) e quello (H) rientrano nello schema proposto nel precedente 
paragrafo. 


Esempio 1. (caso euclideo) Sia X = (0x,,... 0xy). La funzione 


E:R"xRV4R E(r,h)=r+h 
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è una mappa q.e. canonica. Per ogni intorno di zero Q = Q(r) = {|hl <r}, 
la funzione 


(2, h, 5) > (2, A, 5) TRL (= seh=0) 


ll 
è una X-connessione di Ed avente diametro 
d(E@) <r. 
Le ipotesi del Teorema 2.1 sono quindi verificate in quanto, ovviamente, 
B(x,r)={r+h/he Q(n)}= Edy(2,0(1)). 


Allora, per il Teorema 2.1, 
fa LA - elly < CPN luo 
BxB 4B 


per ogni disco euclideo B = B(xo,r) e per ogni u € C1(B). 


Esempio 2. Consideriamo in R2 la coppia di campi 
lo) 
X= (0, rl"), meRm>o0. 
0x2 


Questo è un caso particolare di (FL), e ne costituisce il modello più signifi- 
cativo, pur nella sua semplicità. Gli argomenti che useremo sono facilmente 
adattabili al caso pit generale. 

Riprendendo le notazioni di [4] definiamo, per x € R? e r > 0 


Fi(r,t)=t e F(a,t)=t|r+i|" 
e poniamo 2* = (|z1|, |r2]) e 
B(x,r)={r+h/|h|< F1(x*,r), |ho| < Fa(0*,r)}. 
In [4] è dimostrato che esiste una costante a = a(m) > 0 tale che 
B(x, a) C B(x,r) C B(x, ar) VrER?, Wr>0. 


Con questa precisa descrizione dei dischi B, dalla quale segue subito la pro- 
prietà di duplicazione e la continuità di d rispetto alla topologia euclidea, è 
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facile verificare le ipotesi del Teorema 2.1. Sia B(a, r) il disco di centro a e 
raggio r, a ed r arbitrari. Per ogni multi-indice I = (i1, î2) a valori in {--1, 1} 
poniamo 
Q,= {r= (21,72) e B(0,r) / inc > 0, inr2 > 0}. 
Poniamo inoltre 
Q(r) = {h e R? / |h;| < F;(a*,2ar),j= 1,2}. 
Dimostriamo che 


ESO (c,h):=r+h 


I 


è X-controllabile ed ha diametro d(ESO (x, h)) < dr, d= d(m,a). Questo 


proverà che le ipotesi del Teorema sono soddisfatte poichè, ovviamente, ES 


è canonica e la famiglia (97) è finita (il numero dei suoi elementi è < 4). 
Dimostriamo l‘affermazione nel caso di / = (1,1). Per ogni r € B(a,r) 
risulta 


B(x,r) € B(a,ar) = {r+h]||h;| < F;(2*,ar)} 
C {2 +hl||h;| < F;(0,2ar)} = {r+h|h e Q(M}. 


Definiamo ora una X-connessione per EGO) ponendo 


1=NtN%tV 
ove, posto R = 2ar e b= 2", 


Y:(x,h,s)=(x1+s,72) per0<s<R 
bha 


s 
,h,s)= R, n R[” 0<s< 
Ya(c,h,s)=(r1+R,c2+ lla +R|") per È [cx] + RI” 


Y3(c,h,s)=(x1+R-s,22+h2) per0<s<2R. 
Allora 
N(£, h, 0) =, (2, h,r— ha) =tT+h, 


x + %;(x,h,s) è iniettiva e di classe C! con determinante della matrice 
Jacobiana 
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Risulta poi 


ha 
ty) =£ L {((3)R+ —T—____+R 
(7) = (1) + 0072) +0(13)R+ fa + Amt 
< 2(2+b)ar (per la definizione di Q(r)) = dr. 
Le curve Y1(£, h, -) e Y3(7, A, -) sono subunitarie in quanto, essendo i 
Nn = 93 = Uk 0), 


sono entrambe curve integrali di X,. 
Mostriamo infine che anche Y) è X-subunitaria. Per ogni É = (£1,, 2), 
ge R?, 


IG 
N: 


[G2(2, 4,3), 6) = Elias] +.R/" 
Bal,,, +R+ (ail z1)|" 


< (la=2al Sr, 2:20) Selo + gp 


= (X2(72), €). 
‘Esempio 3. Siano Tis--.atm E (Aduner a} adire lat, 0) 
un multi-indice a valori in {1,..., N}. Poniamo 
E(z,h):= (eta 0... 0 ehemY)(g). (3.1) 
Se 9 è un arbitrario aperto limitato di RV, esistono Ri,..., Rm > 0 tali che, 
posto 


={hER" /|ha|<R,k=1,...,m} 
la funzione 
Ax QeE(z,h)H Ex, h):= Eg(c,h) 


è una mappa q.e. X-controllabile avente diametro 


d(E$)<) Ri. 
k=1 
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Dimostriamo l‘affermazione supponendo p = 2,a! = 1 e a? = 2. Il caso ge- 
nerale si può trattare in modo del tutto analogo. Dal teorema di dipendenza 
C! dei dati iniziali delle soluzioni del problema di Cauchy relativo a campi 
C', segue subito che Eg è una mappa q.e. Se gli Rx sono convenientemente 
piccoli, una X-connessione per Eg si può costruire ponendo 


q:QxQx|0,R+R] + RN, 


wa es58n(h2)Y2 (x), per 0 < s < |ho| 
Y(2, h, s) = el6-Ih2l)s8n(h1)(eh2%(7)), per |ha| <s < Ro +R1. 


Ovviamente y è una curva subunitaria, e connette x e ES (x, h) in quanto 
Yc,h,0) = e v(,h,|h2|+|h1) = e%(e4222(2)). 


Ancora dalla teoria qualitativa delle equazioni differenziali ordinarie segue 
poi che x + (x, h, s) è di classe C* e iniettiva e che, se Ro + R; è conve- 
nientemente piccolo, m(Y) > 0. Risulta poi, ovviamente, 


d(E$)<@(7)=R1+Ra. 
Esempio 4. Se i campi X; sono di classe C® e verificano l’ipotesi di 
Hòrmander 
rango £(X3,... ;Ay) = N (3.2) 


in ogni punto di R, con un procedimento analogo a quello seguito da Nagel- 

Stein-Wainger in [12] si dimostra l‘esistenza di mappe q.e. canoniche ed X- 

controllabili aventi lunghezze confrontabili con la distanza di controllo. Per 

precisare questa affermazione è opportuno introdurre qualche altra notazione. 
Se Yi... ,Ym€{X,... Xy}, definiamo 


C(s; Y) Da e, C(s; HW Ya) = esi eSe N e-812 


Cia; Ta) 00h; Male 0a. Bal 


Se (Kisa) = (Agia), posto @ = [(a',...,d%) ela = mm, 
definiamo 


Xa = Ya a, 6-1 Y] +] 
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alia C(sfraclm;Y,,...,Ymn) se s>0, 
ae C(|s|®;Y,... Ya)! se s<0. 


La funzione (x, s) + exp*(sXa)(r) è di classe C* e risulta 
exp*(sXa)(x) = e'*°(2) +w(2, s)|s|!t= 


dove w è una funzione localmente limitata in RN x R. Queste ultime affer- 
mazioni si dimostrano in modo standard utilizzando la formula di Campbell- 
Hausdorff (si veda [11] e [12]). 

Sia ora / = (01,... ,@w) una N-pla di multi-indici e poniamo 


Er(x, h) := exp(h1Xa;) 0-*-0 exp(hnXaw)(2). 


Allora, se i vettori Xa,(£),...  Xaw (1) sono linearmente indipendenti, E, è 
una mappa q.e., canonica in un intorno di x. 
Osserviamo che 


Dg;(0) = Are) = [detPGa (2) 1 (8): 
Denotiamo poi con |- | la norma anisotropa 
N 1 
ale := DO I] 
j=1 
e definiamo 
Qr(r) = {KE RN /|hlr<r}, r>0. 


Sia Q un arbitrario (fissato) aperto limitato di RN. Per la condizione di 
Hòrmander (3.2) esiste un intero m = m(k) > 1 tale che 


dim £ ({Xa(x) /|a|<m})=N Vrel. 
Poniamo allora, infine, 
I={I=(01,...;0x)/|a;]/<m perg=1,...,N} 
e, se/=(a1,...,@N); 


m(I)= |a] +---+|ovl. 
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TEOREMA 3.1. Esistono c > 1 ero > 0, entrambi dipendenti da È, con 
le seguenti proprietà: se x € A, se0<r<roese 


Ara)" > 5A, mr), dly)l= max Ay(a)rr), 
allora 
(i) FAx (2) < Dex (2, h) <4A;(2) Vhe Q(or) 
(ii) ht Er(, h) è iniettiva su Qr(x,r) e 


B(x,r) C {E:(r,h)/he Qr(cr)}. 
Questo teorema è una versione adattata alle mappe exp* del Teorema 7 
di [12]. Da questo teorema e da quanto dimostrato nell’Esempio 3 si ottiene 


facilmente il corollario seguente. 
COROLLARIO 3.1. Fissato r €]0, ro[ sia 


dU={reQ/A(rM > 5A, 0%. 


Allora E, è una mappa g.e. su Ar x Qr(cr), canonica e X -controllabile, 
avente diametro 


d(Efa,) < Cr. 
Cr è una costante positiva indipendente da r. Risulta poi 
B(x,r) C {Er(x,h)/h€ Qr(cr)} 
per ogni x € Qr. 


Questo corollario dimostra che le ipotesi del Teorema 2.1 sono verificate 
per tutti i dischi B C Q in quanto 7 è finito. 
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